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Аннотация. На основе модели деформирования провода электропередачи исследуется влия-
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Введение. Уравнения динамики движения, деформированного состояния 
провода высоковольтной линии (ВЛ) и алгоритм численного решения в про-
странственной постановке разработаны в [1, 2], где модель провода принималась 
за абсолютно гибкую систему с учетом растяжения и сжатия. Опоры ВЛ счи-
тались абсолютно жесткими. Уравнения динамики движения решаются на осно-
ве метода конечных разностей по явной схеме. По истечении времени система 
выходит на стационарное состояние. В задачах, посвященных исследованию 
взаимодействия протекающей жидкости в деформируемой трубе [3–4], изгиб-
ная жесткость является одним из основных факторов. Возникает вопрос, какое 
влияние оказывает изгибная жесткость провода на напряженно-деформиро-
ванное состояние. Учет влияния сил, действующих на тросы, взаимодейству-
ющих с водной средой, изучено в работе [5]. Вопросы проектирования электро-
энергетических систем и сетей рассмотрены в работах [6–8]. 

Очевидно, уменьшая длину провода и модуля упругости, можно найти усло-
вия, при которых изгибная жесткость будет влиять на деформированное состоя-
ние провода. На основании численных расчетов и для «текстильной» нити 
можно найти длину, при которой нужно учитывать изгибную жесткость нити.

Материалы и методы исследования. 1. Постановка задачи. Моделирова-
ние динамики ВЛ электропередачи проводится на основе работ [1, 2] по модели 
абсолютно гибкой системы. Под абсолютно гибкими системами мы понимаем 
физические объекты, которые пренебрежимо слабо воспринимают изгибные на-
пряжения, т. е. работают только на растяжение и сжатие. К ним можно отнести: 
протяженные линии передачи энергий, линии оптико-волоконной связи, тросы, 
находящиеся в потоке жидкости [5] и т. д. Опоры ВЛ принимаются за абсо-
лютно жесткие.

Абсолютно гибкая система в поле силы тяжести с линейной плотностью ρ0(s), 
перемещается в пространстве под действием распределенной погонной нормаль-
ной нагрузки Fn и распределенной погонной касательной нагрузки Fτ. Дефор-
мация гибкой системы характеризуется степенью удлинения λ = ds / ds0 = 1 + e, 
где ds0 и ds – длины элементов гибкой системы в недеформированном и де-
формированном состоянии; e – относительное удлинение. Для элемента гиб-
кой системы c массой dm в соответствии с законом сохранения массы имеем 
dm = ρ0ds0 = ρds.

2. Метод и построение решения. Векторное уравнение, описывающее дви-
жение упругой весомой гибкой системы под действием погонных нагрузок 
Fn, Fτ, натяжением T, в поле силы тяжести с ускорением свободного падения g, 
имеет вид:

 
2 2

0 0 0  .nr t T s F F gτρ ∂ ∂ = ∂ ∂ + + + ρ  (1)

Рассматривается векторное уравнение движения в проекциях на оси декар-
товой системы координат Ox1x2x3, ускорение g направлено вниз вдоль оси Ox3. 

Пусть угол между элементом ds гибкой системы и осями координат Ox1, 
Ox2, Ox3 составляет соответственно α, β, γ. 
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Распределенная касательная нагрузка с интенсивностью Fτ действует вдоль 
элемента ds гибкой системы. Действующий вектор нормальной нагрузки с интен-
сивностью Fn составляет угол φ к плоскости OAB содержащий провод. Допол-
нительно вводится угол α1 между осью Ox1 и плоскостью OAB. Учитывая, что

2 2, , , ,n nF F F F T T g g r t v tτ τ= = = = ∂ ∂ = ∂ ∂

и проектируя векторное уравнение движения на декартовы оси координат по-
лучено:

( )1
0 1

0
cos cos cos cos  cos ,

 n
v T F F
t s τ

∂ ∂
ρ = α − λ ϕ γ α + λ α

∂ ∂

( )2
0 1

0
cos cos cos sin  cos ,

 n
v T F F
t s τ

∂ ∂
ρ = β − λ ϕ γ α + λ β

∂ ∂

( )3
0 0

0
cos cos sin cos ,

 n
v T F F g
t s τ

∂ ∂
ρ = α − λ ϕ γ + λ γ −ρ

∂ ∂

где v1, v2, v3 – проекции скорости элементов на координатные оси.
Так как 2 2 2 2

1 2 3 0( ) ( ) ( ) ( ) ,x x x s∂ + ∂ + ∂ = λ∂  то

1 2 3

0 0 0

1 1 1cos , cos , cos ,x x x
s s s
∂ ∂ ∂

α = β = γ =
λ ∂ λ ∂ λ ∂

2 2 1
1

0 01

cos1 1 ,
cos

x x xtg
s sx

   ∂ β∂ ∂
α = = =   λ ∂ λ ∂∂ α   

2 2
1cos cos cos cos ,α = α α + β

2 2
1sin cos cos cos .α = β α + β

В дальнейшем индекс нуль в координате s0 можно опускать и понимать S 
как лагранжеву координату (т. е. связанную с гибкой системой).

Учитывая, что
1 2 31 1 1cos , cos , cos ,x x x
s s s

∂ ∂ ∂
α = β = γ =

λ ∂ λ ∂ λ ∂
тогда уравнения движения гибкой системы в декартовой системе координат 
Ox1x2x3 примут вид:

1 1 3 1
0 1cos cos ,

 n
v T x x xF F
t s s s sτ

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
ρ = − ϕ α + ∂ ∂ λ ∂ ∂ ∂ 

2 2 3 2
0 1cos sin ,

 n
v T x x xF F
t s s s sτ

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
ρ = − ϕ α + ∂ ∂ λ ∂ ∂ ∂ 

 

3 3 3
0 0cos sin .

 n
v T x xF F g
t s s sτ

 ∂ ∂ ∂ ∂
ρ = − ϕ γ + −ρ ∂ ∂ λ ∂ ∂   

(2)
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Уравнения движения в вертикальной плоскости Ox1x2, ось Ox2 направлена 
вертикально. В этом случае для (2) надо положить:

2
1

1, , , 0, sin cos .
2 2 2

x
s

π π π ∂
α = α = γ +β = ϕ = γ = β =

λ ∂
и провести замену индексов 2 → 1 и 3 → 2:

1 1 2 1
0 ,

 n
v T x x xF F
t s s s sτ

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
ρ = − + ∂ ∂ λ ∂ ∂ ∂ 

 

2 2 1 2
0 0 ,

 n
v T x x xF F g
t s s s sτ

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
ρ = + + −ρ ∂ ∂ λ ∂ ∂ ∂   

(3)

где v1 и v2 – проекции вектора скорости V на оси координат x1, x2. 
3. Учет влияния изгибной жесткости. Очевидно, изгибная жесткость 

должна уменьшать прогиб провода по сравнению с абсолютно гибким прово-
дом, встает вопрос: на сколько? Ниже проведено сравнительные расчеты напря-
женнодеформированного состояния (НДС) провода с учетом изгибной жест-
кости и абсолютно гибкой модели провода. Важным фактором оказывается, 
является длина провода и модуль упругости.

Предельное решение динамической задачи дает решение НДС стационар-
ного состояния провода.

Уравнения движения провода ВЛ с учетом изгибной жесткости для плос-
кой задачи (3) в безразмерном виде можно записать в виде:

 

4

4
1

3

( 1)

( 1) ,
 1

k
z

N N

k k kk
n

v EI g k
A A x

T x x xf f
s e s s s

−
τ

 ρ ∂ ρ ∂ ω
+ + − =  ∂τ ∂ 

 ∂ ∂ ∂ ∂
= + − + ∂ + ∂ ∂ ∂   

(4)

где k = 1, 2; а EIz – изгибная жесткость провода; Iz = ρ r
4/4 – момент инерции 

сечения провода с радиусом r; T – натяжение в проводе; E – модуль упругости 
провода; vk – составляющие скорости элемента гибкой системы в проекции 
вектора скорости V  на оси координат xk; 

0
2 2x xω= −  – прогиб провода, началь-

ная координата точек пролета 0
2x  и x2 – координата провиса; ρ – линейная плот-

ность; e – относительное удлинение; S – лагранжева координата; g – ускоре-
ние свободного падения.

Уравнения движения (4) записаны в безразмерном виде и введены параметры:

 

2 2
0 0 0 0

2
0 0 0 0

, 2 ( ), 2 ( ),

, , , ,
k k n n nv v U f F U L f F U L L M

T T T E E T tU L g gL U
∞ ∞ τ ∞

∞ ∞

= = ρ = ρ ρ = ρ

= = τ = =  
(5)

где vk – скорость элемента провода; L0 – длина пролета провода; M0 = ρ0L0 – 
масса пролета провода; Lm – монтажная длина провода; E – приведенный мо-
дуль упругости материала провода; 2 2

0 0 2T U L∞= ρ  – характерное натяжение 
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провода и U∞ – характерная скорость; t – время; 3
0 0(2 )NA L M= ρ  – параметр 

Ньютона. При решении в обозначениях черточки над параметрами опушены.
Численное решение. Для решения уравнения (3.1) используется метод ко-

нечных разностей и в рассмотрение вводится дискретная область:

, ( 0,1,..., 1, 1,  2,..., ).i ns i s n n i s s= ∆ τ = ∆τ = τ ∆τ − = ∆

При решении уравнений используется для аппроксимации производных цент-
ральные разности на сдвинутой на полшага сетке и явная конечно-разностная 
схема [1].

Кинематические соотношения для (4) определяются выражениями 
,k kx v∂ ∂τ =  а геометрическое соотношение формулой:

 
2 2 2

1 2( ) ( ) , 1 .x s x s e∂ ∂ + ∂ ∂ = λ λ = +  (6)

Физическое соотношение принимается в виде выражения Кельвина – Фойгта:

 ,T Ee e= + η   (7)

где e  – скорость деформации; η – коэффициент внутреннего трения в материале.
Начальные и граничные условия задачи имеют вид:

(0, ) ( ), (0, ) ( ),k k k kx s f s v s s= = ϕ
0( , 0) ( ), ( , 0) ( ),k k k kx f vτ = τ τ = ϕ τ

 ( , ) ( ), ( , ) ( ), 1,2.s s
k l k lk kx s f v s kτ = τ τ = ϕ τ =  (8)

Результаты решения задачи на шаге интегрирования n служат в качестве 
начальных и граничных условий для следующего шага интегрирования.

Равновесное состояние гибкого провода получается как предельное ре- 
шение динамической задачи. Выбор коэффициента корректировки скоростей 
и коэффициента устойчивости численного решения осуществляется путем 
проведения численных экспериментов на модельных задачах [1].

Движения провода с учетом изгибной жесткости. Для расчета по (3.1) при-
мем следующие параметры: длина пролета между опорами l = 160 [м]; линейная 
плотность электрических проводов из алюминия ρ = 0,5149 [кг/м]; модуль упру-
гости провода с диаметром d = 0,01553 [м] составляет E = 11840⋅103 [H]. Расчет 
равновесного состояние провода проведено с монтажной длиной Lм = 160,6 [м]. 
Монтажная длина обеспечивает некоторый начальный провис. Практический 
невозможно подвесить провод длиной L = 160 [м] строго по прямой линии, так 
как малое перемещение точек абсолютно жесткого провода около прямой ли-
нии должно вызывать бесконечное натяжение.

Расчет равновесного состояния провода проводится с общим весом 82, 69 кг 
и монтажной длиной 160,6 [м] без учета изгибной жесткости EIz = 0 и с учетом 
EIz. В расчетах для определения координат узловых точек разностной сетки 
длина провода разбита равномерным шагом на 40 элементов. На значение мак-
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симального прогиба f = 6,19 м посредине пролета изгибная жесткость EIz не по-
влияла. Из расчета по приведенной методики следует, чтобы поднять провод 
с таким провисом, на опоре необходимо приложить усилие Т = 2574 [Н]. 

В соответствии с расчетами, изгибная жесткость проводов не оказывает 
влияние на напряженно-деформированное состояние длинных проводов по-
рядка 160 м. 

Ставится вопрос: при уменьшении длины провода и модуля упругости 
надо ли учитывать изгибную жесткость и влияет ли это на провис провода?

Ниже приводится расчет прогиба провода длиной L1 = 1,0 м с учетом из-
гибной жесткости EIz. При следующих значениях размерных параметров: 
длина провода L1 = 1,0 м; диаметр d = 0,01553 м; модуль упругости E = 8073 Н; 
погонная масса ρ = 0,5127 кг/м, значения безразмерных параметров при этом 
равны:

E = 32,917, T0 = 245,25, M0 = 0,5127, AN = 1,1959, EIz = 0,241.

По результатам проведенных расчетов, следует: прогиб без учета изгибной 
жесткости EIz = 0 равен f = 0,0308 м, а с учетом изгибной жесткости EIz = 0,241 
прогиб составил f = 0,0242 м. Следовательно, при малых длинах проводов не-
обходимо учитывать изгибную жесткость провода в расчетах напряженно- 
деформированного состояния провода.

Заключение. Исследования динамики нагружения провода с учетом изгиб-
ной жесткости показали, что изгибная жесткость не оказывает влияние на на-
пряженно-деформированное состояние длинных проводов порядка 160 м. 
А при малой длине провода порядка 1 м необходимо учитывать изгибную 
жесткость при моделировании деформирования провода. 
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Аннотация. В статье представлены результаты численного моделирования теплоотда-
чи двухрядных оребренных трубных пучков аппаратов воздушного охлаждения при раз-
личных поперечных шагах установки труб, позволившие визуализировать течение в пучке 
и рекомендовать к использованию разреженные пучки с повышенным коэффициентом оре-
брения.

Ключевые слова: свободная конвекция, аппарат воздушного охлаждения, трубный пучок, 
поперечный шаг, k–ω модель турбулентности, число Нуссельта.


