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ВВЕДЕНИЕ

Известно, что если квантовомеханическая си-
стема подвержена циклическому адиабатическо-
му возмущению, то при прохождении замкнутой
траектории такой системой в параметрическом
пространстве, происходит изменение фазы вол-
новой функции. При этом фаза функции состоя-
ния системы представляет собой сумму двух фаз,
одна из которых появляется благодаря неодно-
связности пространства параметров, т.е. благода-
ря наличию замкнутых контуров, не стягиваемых
в точку. Такая фаза, имеющая топологическую
или геометрическую природу, была рассмотрена
в работе М. Берри [1] и поэтому часто связывает-
ся с его именем.

Впервые возникновение топологической фазы
Берри в быстровращающихся атомных ядрах ис-
следовалось в работе [2] (см. более подробно в
[3]). При этом вращение было рассмотрено на ос-
нове энергетических поверхностей (λ, ω) над
двумерной параметрической плоскостью (λ, ω).
Вопреки теореме Вигнера о непересечении одно-
мерных энергетических уровней с одинаковой
симметрией, собственные значения гамильтони-
ана H(λ, ω) [4] могут соприкасаться в определен-
ных точках, получивших название диаболических
точек. При обходе диаболической точки волновая
функция состояния приобретает дополнитель-
ную фазу, равную –1 в этом двумерном случае.
Появление диаболических точек показывает то-
пологическую природу спектра гамильтониана
ХФБ во внутренней вращающейся системе, кото-
рая приводит к интересным явлениям и, в частно-
сти, к диаболической передаче пары, которая мо-

жет послужить ядерным аналогом эффекта Джо-
сефсона в металлических сверхпроводниках [5].

Топологические фазы удобно изучать с помо-
щью линейных расслоений [6], где базой служит
некоторое многообразие параметров, а стандарт-
ным слоем – комплексное одномерное векторное
пространство. Сечения расслоения задают соот-
ветствующие векторы состояний, фиксируя их
фазу, определяемую голономией линейного рас-
слоения.

В данной работе мы в весьма схематической
форме изучаем топологические сектора во враща-
ющейся конечной квантовой ферми-системе.
При этом топологические сектора порождаются
алгеброй наблюдаемых дираковских полей ψ(f),
где дираковским спинорам f соответствуют сече-
ния в расслоении. При этом алгебра наблюдаемых
выделяется стандартным образом как калибровоч-
но-инвариантная подалгебра алгебры, порожден-
ной всеми ψ(f). Показывается, что каждому топо-
логическому сектору соответствует представление
алгебры наблюдаемых в гильбертовых расслоениях
и свой коцикл, обеспечивающий изоморфизм
слоев. Это позволяет описывать топологические
фазы с помощью наблюдаемых величин.

Работа построена следующим образом. Снача-
ла мы приводим основные факты из теории рас-
слоений, которые будут применяться при даль-
нейшем изложении. В следующей, основной ча-
сти текста, мы строим расслоения над частично
упорядоченными множествами и даем описание
топологической фазы с помощью топологиче-
ской компоненты отображения σz: π1(K) → U(n).
В заключении кратко просуммированы основные
результаты.
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РАССЛОЕНИЯ И ФАЗА БЕРРИ
Теория расслоений стала рабочим арсеналом не

только математических физиков, занимающихся
калибровочными теориями, но и стала приме-
няться как наглядный математический аппарат в
других разделах физики, в том числе и при рас-
смотрении широкого круга вопросов физики
твердого тела [7]. Поскольку в ядерной физике
эта теория еще не нашла столь широкого приме-
нения, то здесь мы предпошлем основному тексту
изложение центральных моментов теории рас-
слоений, отсылая читателя за более подробной
информацией к монографиям [8, 9].

Расслоения
Расслоенное пространство состоит из:
1) базы M (некоторое многообразие, в частно-

сти пространство–время);
2) пространства расслоения E;
3) проекции π: E → M, которая представляет

сюръективное отображение;
4) стандартного, или, модельного слоя F, при-

чем, π–1(x) = Fx, x ∈ M;
5) структурной группы G.
Такую структуру, состоящую из перечисленных

объектов 1–5, обозначим через (E, π, M, F, G). С
математической точки зрения M, E, F представля-
ют собой топологические пространства. Локаль-
но расслоенное пространство устроено очень
просто, но глобально оно может иметь сложную
структуру. Однако если расслоение имеет про-
стую структуру и в глобальном смысле, то оно на-
зывается тривиальным и имеет вид E = M × F.
При этом π(x, y) = x ∀x ∈ M и ∀y ∈ E. Например,
если в качестве базы выбрать окружность, а в ка-
честве стандартного слоя F – отрезок, то M × F
представляет собой цилиндр. Множество π–1(x) ⊂ E,
которое является прообразом точки x ∈ M, назы-
вается слоем расслоения над точкой x. Слой рас-
слоения изоморфен стандартному слою F. Кроме
того, предполагается, что существует покрытие
многообразия M (базы) открытыми множества-
ми, т.е. существует семейство открытых мно-
жеств (карт) {Ui}i ∈ I, где I – множество индексов.
При этом для каждого Ui можно определить диф-
феоморфизм ϕi: π–1(Ui) → Ui × F, удовлетворяю-

щий условию (x, f) = x, где x ∈ Ui, f ∈ F. Поэто-
му имеется изоморфизм многообразий π–1(U)  U ×
× F, где U – открытая окрестность произвольной
точки. Данный диффеоморфизм отражает факт
локальной тривиальности расслоения. Пара
(Ui, ϕi) называется локальной тривиализацией
расслоения в окрестности точки x (x ∈ Ui, i ∈ I).

πϕ–1
i

�

Далее для любых локальных тривиализаций
(Ui, ϕi), (Uj, ϕj) в окрестности точки x можно опре-
делить [8, 9] диффеоморфизмы

(1)

Диффеоморфизмы (1) порождают отображе-
ния непустых пересечений (Ui ∩ Uj) ≡ Uij в группу
диффеоморфизмов стандартного слоя F, т.е. gij:
(Ui ∩ Uj) → dif f(F). Семейство отображений {gij}i, j ∈ I
называется функциями перехода расслоения
(E, π, M, F, которые формируют структурную
группу G = {gij}, действующую в F (группу авто-
морфизмов слоя).

Глобальное сечение расслоения E – это непре-
рывное отображение s: M → E, удовлетворяющее
∀x ∈ M условию π(s(x)) = x. Глобальное сечение не
всегда можно определить, поэтому, как правило,
определяют локальные сечения над открытыми
подмножествами базы. Такие сечения при преоб-
разовании локальных координат преобразовыва-
ются согласно правому действию функций пере-
хода: sj(x) = si(x)gij(x), где x ∈ Ui ∩ Uj.

Можно считать, что G действует на F точно и
транзитивно (транзитивность означает, что име-
ется лишь одна орбита), поэтому все элементы
слоя эквивалентны (тождественны). Однако в об-
щем в различных точках базы эти множества тож-
дественных элементов “ориентированы” по-раз-
ному. Физической причиной этого может быть,
например, воздействие некоторого внешнего по-
ля, которое не нарушает топологическую эквива-
лентность слоев в различных точках. Поэтому для
их сравнения в ходе эволюции физической систе-
мы по некоторому пути в базе, необходимо ввести
понятие связности. Отождествление слоев вдоль
пути в расслоенном пространстве называется па-
раллельным переносом (или, калибровочной
связностью). Поэтому связность определяет изо-
морфизм между слоями данного расслоения над
различными точками пути.

Фаза Берри
В контексте теории расслоений геометриче-

ские фазы возникают следующим образом. В ка-
честве базы здесь служит пространство парамет-
ров, которое обозначим {X}. Над каждой точкой
базы имеется собственное состояние зависящего
от параметра гамильтониана, которое находится
путем решения соответствующего нестационар-
ного уравнения Шрёдингера. Собственное состо-
яние при этом определено с точностью до ком-
плексной фазы точкой единичной окружности

 и, следовательно, собствен-
ное состояние полностью характеризуется с по-
мощью пары  Эти данные позволяют

( ) ( )−ϕ ϕ ∩ × → ∩ ×1 :  .j i i j i jU U F U U F+

ϕ ≡ ϕ�exp( ( , )) exp( )i x t i

ϕ( ,exp( )).X i
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конструировать линейное расслоение, соответ-
ствующее главному расслоению со структурной
группой G = U(1) и стандартным слоем F = U(1)
(соответствующим множеству всевозможных фаз –
точек окружности  соответствующей
определенной точке базы). Поэтому сечение дан-
ного расслоения фиксирует определенную фазу
собственного состояния. Изменению параметров
в базе соответствует определенная кривая в базо-
вом пространстве, которая порождает траекто-
рию эволюции собственного состояния в рассло-
енном пространстве E. Эта траектория определя-
ется с помощью связности расслоения. В данном
случае связность имеет следующий смысл. В
квантовой механике топологическая (или геомет-
рическая) фаза, возникающая в результате адиа-
батического изменения параметров, может быть
представлена в форме

где  – оператор дифференцирования по много-
мерному вещественному параметру λ, λ = λ(t), t –
время,  играет роль ка-
либровочного потенциала, |n(λ) – собственное
состояние [10]. Поскольку группа Ли U(1) являет-
ся однопараметрической, а генератором t ее ал-
гебры Ли является мнимая единица (т.е. t = i), то
для калибровочного потенциала A имеем A =
= An(λ)dλt. Для группы голономии  по-

лучаем фазу  =  Эта фаза и
есть так называемая фаза Берри.

РАССЛОЕНИЯ НАД ЧАСТИЧНО 
УПОРЯДОЧЕННЫМИ МНОЖЕСТВАМИ

И ГЕОМЕТРИЧЕСКАЯ ФАЗА

Для наших целей понятие расслоения более
удобно переформулировать над частично упоря-
доченным множеством. Более подробное изло-
жение этой теории можно найти в оригинальной
работе [11], а здесь ограничимся краткими пояс-
нениями. Под частично упорядоченным множе-
ством мы будем понимать непустое множество K c
бинарным отношением порядка ≤, которое удовле-
творяет соотношениям рефлексивности, транзи-
тивности и антисимметричности. K назовем на-
правленным вверх, если ∀ a, a' ∈ K ∃ o ∈ K такое, что
a, a' ≤ o. K называется линейно связным, если для
любых пар a, a' ∈ K найдутся такие две конечные
последовательности a1, …, an + 1 и o1, …, on элемен-
тов K с a1 = a, an + 1 = a', которые удовлетворяют
соотношениям ai, ai + 1 ≤ oi, i = 1, …, n. Заметим,

≡ ϕexp( ),i

γ = λ ∇ λ λ = λ � �λ( ) ( ) ,n n
C C

i n n d A d

∇λ

= λ = λ ∇ λλ( ) ( ) ( )n nA A i n n

( )�exp
C

i A

�C
A λ λ = γ� ( )d .n

C
i A i

что направленность вверх влечет линейную связ-
ность.

Над частично упорядоченным множеством K
можно определить симплициальное множество

(K) сингулярных симплексов Σn(K) с любым n
[17]. Множество всех Σn(K) сингулярных n-мер-
ных симплексов является образом отображения f:
Δn → K, которое сохраняет порядок. Здесь Δn –
стандартный n-симплекс, являющийся выпук-
лым замыканием (n + 1) точек с координатами
(1, 0, …, 0); (0, 1, …, 0); … (0, 0, …, 1) в  Стан-
дартный n-симплекс можно отождествить с ча-
стично упорядоченным множеством, если рас-
смотреть его как порядковое числительное вместе
с непустыми подмножествами, упорядоченными
по включению. Например, Δ2 = {0,1,2}, а его под-
множествами являются элементы {0}, {1}, {2}
(вершины), {0,1}, {0,2}, {1,2} (ребра) и {0,1,2}
(“треугольник”). Тогда при конкретном отобра-
жении f стандартный 2-симплекс перейдет в син-
гулярный 2-симплекс следующим образом: стан-
дартным 0-симплексам (точкам, или, вершинам)
соответствуют сингулярные 0-симплексы – “утол-
щенные” точки, стандартные 1-симплексы (реб-
ра, или, отрезки) перейдут в сингулярные 1-сим-
плексы – “утолщенным” отрезкам и треугольник
{0,1,2} перейдет в “утолщенный треугольник”. При
этом в случае сингулярных симплексов “утол-
щенность” означает, что имеется некоторая
окрестность (множество носителей), что позво-
ляет ввести топологию. Заметим, что Σ0(K) совпа-
дает с самим множеством K. Элементы множества
Σ1(K) будем обозначать через b1, b2, …, а элементы
множества Σ2(K) – через c1, c2, …. Другие нам в
дальнейшем не понадобятся. В (K) можно вве-
сти отображения ∂i: Σn(K) → Σn – 1(K) (операция
взятия границы), σi: Σn(K) → Σn + 1(K) (вырожде-
ние), ψi: Σn(K) → Σn(K) (перестановочная симмет-
рия), а также понятия пути, фундаментальной
группы и пр. Все эти операции и понятия мы бу-
дем в дальнейшем вводить по мере необходимо-
сти с соответствующими комментариями.

Коцепи и когомологии

Как известно, 0- и 1-коцепями соответственно
называются отображения ν: Σ0(K) → G и u: Σ1(K) →
→ G, где G – некоторая группа; обозначим сово-
купности 0- и 1-коцепей соответственно, как
C0(K, G) и C1(K, G). 1-коцепь называется 1-коцик-
лом z, если выполнено так называемое тождество
1-коцикла

(2)

Σ*

+
�

1.n

Σ*

( ) ( ) ( )∂ ∂ = ∂0 2 1 ,z c z c z c
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где c ∈ Σ2(K), а ∂ic ∈ Σ1(K) – сингулярные 1-сим-
плексы, являющиеся границами 2-симплекса c
(“треугольник” в качестве своих границ имеет
три “отрезка”). Здесь z(∂0c) z(∂2c) ≡ z(p) где p –
путь, составленный с помощью композиции ∗ из
двух 1-симплексов p = ∂0c ∗ ∂2c (аналогично со-
ставляются и более “длинные” пути, состоящие
из большего числа сингулярных 1-симплексов).
Если C0(K, G)  ν – 0-коцепь, то ее кограница d:
C0(K, G) → C1(K, G) представляет собой 1-коцепь
u ∈ C1(K, G): dν(a) ≡ u(b) = ν(∂0b)ν(∂1b)–1, a ∈ K. За-
метим, что функции перехода gij также удовлетво-
ряют соотношению 1-коцикла: gij(x)gjk(x) = gik(x),
x ∈ Uijk. В дальнейшем при обсуждении топологи-
ческих секторов нам понадобится понятие зави-
сящих от пути 1-коциклов, связанных с нетриви-
альной топологией в базе расслоения. Описание
этих коциклов требует рассмотрения неабелевых
когомологий, которые в отличие от абелевых, еще
не до конца изучены. Однако несколько первых
(1-, 2-, 3-) неабелевых когомологий для частично
упорядоченных множеств описаны в упомянутой
работе [11], которые используют для этого форма-
лизм n-категорий, где учитываются также и мор-
физмы между морфизмами. Нам здесь с этой це-
лью понадобится понятие 2-группы (которая
обозначается как 2G и является частным случаем
2-категории). Опуская более точные определе-
ния, суть n-категории можно свести к следующе-
му. Под категорией (см., например, [12]) мы пони-
маем совокупность объектов определенной приро-
ды (линейных пространств, алгебр, групп и пр.) и
морфизмов (отображений) между ними, которые
удовлетворяют определенным аксиомам. Отобра-
жения между разными категориями задаются так
называемыми функторами, также удовлетворяю-
щие некоторым аксиомам. Между функторами
имеются отображения, которые называются есте-
ственными преобразованиями. Наиболее нагляд-
ным примером 2-категории может служить кате-
гория категорий, где объектами служат категории,
морфизмами – функторы между этими категория-
ми. Морфизмы между морфизмами (т.е. морфиз-
мы между функторами) – это естественные преоб-
разования. Поэтому 2-категория – это ничто иное,
как совокупность объектов и совокупности двух
видов морфизмов. Аналогично в 3-категории име-
ются совокупности объектов и совокупности уже
трех видов морфизмов и т.д. Обычную группу так-
же можно рассматривать как категорию, но всего
лишь с одним объектом. В качестве объекта высту-
пает сама группа G, а морфизмы – это элементы
этой группы, задающие отображения g: G → G ∀g ∈
∈ G. В качестве 2-морфизмов тогда рассматрива-
ются морфизмы (отображения) между элемента-
ми группы. Интуитивно это можно понять так:

}

группа описывает симметрии системы, а морфиз-
мы между морфизмами – симметрии между сим-
метриями (внутренние автоморфизмы группы).
2-группу, состоящую из одного объекта G и двух
видов морфизмов, обозначают как 2G (в более
полном объеме структура 2-группы выяснится
чуть ниже при обсуждении 2-коцепи).

Введем теперь понятие 2-коцепи [11] как пару
отображений wi: Σi(K) → (2G)i, i = 1, 2. Эти отобра-
жения действуют следующим образом: w1(b) =
= (e, τb),  b ∈ Σ1(K), c ∈ Σ2(K).
Здесь ν: Σ2(K) → G, τ: Σ1(K) → inn(G), inn(G) –
группа внутренних автоморфизмов группы G. Ко-
граница d 1-коцепи u определяет 2-коцепь:

(3)

(4)

где wu(c) ≡ u(∂0c) u(∂2c) u(∂1c)–1, ad(g)h = ghg–1 при-
соединенное действие, g, h ∈ G. Отсюда ясно,
1-коцепь будет кограницей лишь в том случае, ес-
ли будет удовлетворять тождеству 1-коцикла (2),
поскольку при этом wu(c) = z(∂0c) z(∂2c) z(∂1c)–1 =
= e, e – единица в G = 2G1 (т.е. начало и конец 2-
коцепи отображаются в один и тот же элемент
группы).

Среди 1-коцепей есть такие, которые удовле-
творяют соотношениям

где  – множество 2-симплексов, образую-
щих нерв в Σ2(K), которые удовлетворяют соотно-
шению ∂1b < ∂0b и |b| = ∂0b (|b| – носитель 1-сим-
плекса b). Такие 1-коцепи образуют связности в
главном расслоении. Очевидно, что 1-коциклы
удовлетворяют этому условию и являются связ-
ностями и к тому же они образуют плоские связ-
ности. Однако определение плоской связности
требует определения кривизны связности. Кри-
визна Wu определяется как 2-кограница 1-коцепи
u, т.е. Wu ≡ du. С помощью (3) и (4) тогда имеем:

где wu(c) = (∂0c) u(∂2c) u(∂1c)–1. Связность u назы-
вается плоской, если ее кривизна тривиальна, т.е.
Wu ∈ (2G)1. Очевидно, что 1-коциклы, удовлетво-
ряющие этим требованиям, являются плоскими
связностями. В дальнейшем мы сосредоточимся
на плоских связностях.

∂= ν τ
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Введем понятие группы голономии, поскольку
фаза Берри порождается посредством параллель-
ных переносов по петлям (замкнутым путям).
Группа голономии является при этом подгруппой
группы автоморфизмов слоя. Как уже было упо-
мянуто при обсуждении равенства (2), путь p со-
ставляется с помощью композиции n экземпля-
ров 1-симплексов b, т. е. p = bn∗bn – 1 ∗…∗b1, при-
чем ∂0bi – 1 = ∂1bi, i = 1, 2, …, n. Началом и концом
пути являются 0-симплексы ∂1p = ∂1b1 = a0 и ∂0p =
= ∂0bn = a1 соответственно. Путь из 0-симплекса
a0 в 0-симплекс a1 принято обозначать как
p(a0, a1). Множество путей, начинающиеся в a0 и
заканчивающиеся в a1 обозначим как P(a0, a1).
Следовательно, p(a0, a1) ∈ P(a0, a1). Обратный
путь определяется как  где обрат-
ный 1-симплекс  определяется как ,

, |. Из сказанного следует, что ком-
позировать (“умножать”) можно лишь такие пу-
ти, где конец пути совпадает с началом последую-
щего пути. Поэтому с математической точки зре-
ния пути образуют группоид [13].

Рассмотрим теперь замкнутый путь (петлю)
p(a, a) и ее частный случай – тривиальную петлю
p(a, a) ≡ ιa. Тривиальную петлю ιa можно опреде-
лить как вырожденный 1-симплекс ∂0b = a = ∂1b,
a = |b| и интуитивно представить себе так: из точки
a идем по определенному пути до некоторой про-
межуточной точки, а затем ровно по этому же пу-
ти возвращаемся назад. В итоге получается, что
никакого “движения” не было, мы остались на
месте; отсюда и название – вырожденная петля.
Ясно, что если K односвязно (т.е. не имеет топо-
логических дефектов), то “настоящая петля”
p(a, a) и тривиальная петля ιa гомотопны между
собой. Поэтому первую гомотопическую группу
(фундаментальную группу) частично упорядо-
ченного множества K можно определить, как
фактор по отношению эквивалентности ∼:
π1(K; a) = {p: a → a}/∼ [13]. Тогда, согласно [11],
назовем группой голономии holu(a) 1-коцепи над
петлями, т. е.

(5)

где u – 1-коцепь, являющаяся связностью. Ана-
логично определяется суженная группа голоно-
мии  над ιa:

(6)

Также заметим, что holu(a) = {u(p) ∈ G|p: a → a}

является подгруппой группы G, а hol (a) = {u(p) ∈
∈ G|p: a → a} – нормальная подгруппа группы
holu(a) = {u(p) ∈ G|p: a → a}.

= ∗ ∗1 ... ,np b b
b ∂ = ∂0 1b b

∂ = ∂1 0b b =b b

( ) ( )= ∈ →{ }: ,u a u p G p a ahol

0( )u ahol

{ }= ∈ → ∼

0( ) ( ) : ; ι .u aa u p G p a a phol

0
u

Зависящие от пути коциклы
и топологические секторы

Рассмотрим свободное поле Дирака ψ: Sc(DM) →
→ B(H), удовлетворяющее уравнению Дирака
{iD – m}ψ = 0, где Sc(DM) – пространство сечений
(элементами которого являются спиноры f) c
компактным носителем, DM – расслоение Дира-
ка [14], D : Sc(DM) → Sc(DM) – оператор Дирака и
B(H) – алгебра операторов в гильбертовом про-
странстве1. Эти поля ∀ f, f ' ∈ Sc(DM) удовлетворя-
ют соотношениям антикоммутации:

Определим локальную алгебру полей ψ стан-
дартным образом как алгебру фон Неймана Fo =
= {ψ(f), ψ(f ')|f, f ' ∈ Sc(DM)}", где двойной штрих
означает взятие повторного коммутанта (дважды
коммутант). Пусть G = U(1) есть калибровочная
группа. Действие этой группы с ς = exp(iχ) ∈ U(1)
в алгебре Fo приводит к расщеплению на спек-
тральные подпространства (которые являются за-
рядовыми суперотборными секторами [15], ин-
дексированными целыми числами k ∈ Z):

(7)

где α: ς → ας – автоморфизмы полевой алгебры.
В случае, когда база представляет собой ча-

стично упорядоченное направленное множество,
алгебру локальных наблюдаемых  (o ∈ M4)
можно определить, как калибровочно-инвари-
антную подалгебру локальной полевой алгебры,
т.е.  = {F ∈ Fo ∩ G'} ⊆ B(H0) (где H0 – вакуумное
гильбертово пространство). Алгебры  порож-
дают так называемую сеть алгебры локальных на-
блюдаемых   : o →  и 
o ⊆ o'2. В [16] показано, что неприводимые лока-
лизованные представления πo определяют су-
перотборные сектора алгебры наблюдаемых. Бо-
лее того, такие представления локально унитарно
эквивалентны вакуумному представлению π0 и
суперотборные секторы могут быть проанализи-
рованы в гильбертовом пространстве вакуумного
представления: таким представлениям соответ-
ствуют локализованные эндоморфизмы алгебры
наблюдаемых. Далее, в [17] было показано, что

1 В работах без использования теории расслоений, поле Ди-
рака обычно определяют как спинорную операторнознач-

ную обобщенную функцию  над про-
странством быстроубывающих функций (Шварца).

2 Мы аппроксимируем M4 частично упорядоченным множе-
ством K.
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теория суперотборных секторов эквивалентным
образом может быть описана посредством локали-
зованных 1-коциклов: любой 1-коцикл с точно-
стью до эквивалентности определяет локализован-
ный эндоморфизм ρo-алгебры R. Преимущество
этого подхода проявляется при рассмотрении мно-
гообразий с нетривиальной топологией: в много-
связных пространствах соответствие между лока-
лизованными представлениями алгебры и локали-
зованными эндоморфизмами нарушается, тогда
как соответствие между локализованными пред-
ставлениями алгебры и коциклами сохраняется.
Поэтому рассмотрим локальные секторы вида πo:

 → B(H0) с тем требованием, чтобы они были
унитарно эквивалентны посредством семейства
1-коциклов {zoo' ∈ U( )}o ⊆ o', представляющих
собой группу унитарных операторов в  Секто-
ры можно определить тогда с помощью пар (z, π),
где z удовлетворяют тождеству 1-коцикла (2). Лю-
бой 1-коцикл определяет семейство эквивалент-
ных ∗-эндоморфизмов ρ = {ρo ∈ end(R)} как ρo' =
= ad z(p(o', o)) ◦ ρo, o ⊆ o'.

Если z представляют собой 1-кограницу, то та-
кое представление называется топологически три-
виальным. В случае односвязных K (т.е. в случаях с
тривиальной топологией) представления оказыва-
ются тривиальными и при этом z не зависят от пу-
ти. В работе [16] показывается, что 1-коциклы
определяют унитарные представления фундамен-
тальной группы частично-упорядоченного множе-
ства. Если имеем представление  : π1(K) → U(1), то
оказывается, что представление (z, π) в общем то-
пологически нетривиальное, причем морфизм 
π1(K) → U(1) определяет 1-форму A из кокасатель-

ного расслоения, т.е. (p(a, a)) = exp( ) ∈
∈ U(1), где [p(a, a)] ∈ π1(K). При этом A может
быть истолкована как плоская связность (плос-
кий калибровочный потенциал)3. Согласно тео-
реме Стокса, условие  может указать

на возникновение вихревых потоков благодаря
вращению конечной квантовой ферми-системы.
Неабелевы топологические представления воз-
никают в случае представления группы π1(K) в
группу U(n), которое называется монодромией.
При этом в  π1(K) → U(n) инвариант n называ-
ется топологической размерностью (z, π), а z – то-
пологической компонентой [16] и в данном кон-
тексте имеет смысл фазы Берри, приобретаемой

3 С физической точки зрения связности описывают взаимо-
действия между полями материи (фермионами), представ-
ляющих сечения; в этом смысле A представляет собой век-
торный потенциал.

ℜo
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0

p a a
A
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функцией состояния нуклона. Поэтому тополо-
гическая компонента является голономией плос-
кой связности z. Топологическая размерность яв-
ляется в общем новым инвариантом сектора и
ограничена его статистической размерностью.
Однако таких специфических вопросов мы здесь
касаться не будем. Отсюда видно, что если 
π1(K) → U(n) является тривиальным, то получим
обычные зарядовы сектора. Случай, когда z пред-
ставляет собой 1-кограницу, приводит к такому
тривиальному представлению, поскольку 0-ко-
цепь ν здесь является 0-коциклом, удовлетворяю-
щим условию ν(∂0b) = ν(∂1b) и, следовательно,
dν(b) = ν(∂0b) ν(∂1b)–1 = e, где e – тождественный
элемент группы. В случае нетривиального пред-
ставления π1(K) имеем топологические секторы,
соответствующие представлениям  в плоском
гильбертовом расслоении со слоем H0. В этом
случае 1-коциклы оказываются зависящими от
пути и приводят к топологическим секторам. То-
пологические заряды являются наблюдаемыми в
том смысле, что они определены операторами
z(p), где p представляет собой путь или петлю.
Они могут быть зарегистрированы как амплитуды
перехода из одного состояния в другое благодаря
взаимодействию квантового поля с плоским внеш-
ним калибровочным потенциалом A, что приводит
к появлению фазового фактора 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Обычные суперотборные сектора сети алгебры
наблюдаемых над направленными частично упо-
рядоченными множествами (например, множе-
ство двойных конусов в M4), соответствуют заря-
дам абелевым (электрический, барионный и т.п.),
или неабелевым (изотопический, цветовой). Эти
сектора эквивалентны множеству неприводимых
представлений калибровочной группы [15, 17]. Ес-
ли же многообразие имеет нетривиальную фунда-
ментальную группу (что имеет место в ненаправ-
ленных частично упорядоченных множествах), то
имеем еще один класс секторов – топологические
секторы. Такие секторы возникают благодаря вза-
имодействию свободного поля Дирака нуклонов с
внешним потенциалом, где соответствующая то-
пологическая компонента σz: π1(K) → U(n) интер-
претируется как топологическая фаза. Вслед-
ствие этого сеть алгебры наблюдаемых содержит
информацию о взаимодействии с внешним по-
тенциалом: сектор (σz, π1(K)) соответствует взаи-
модействию нуклона с потенциалом A, определя-
емому с помощью σ.

:z
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За рамками данной работы осталось рассмот-
рение неабелевых фаз, также представляющих
большой интерес. В этом случае гомоморфизм σ:
π1(K) → U(n) принимает свои значения в неабеле-
вой группе U(n) и алгебра Fo содержит d-мерные
гильбертовы подпространства, образованные изо-
метрическими операторами θ1, θ2, …, θd. Наличие
“классических” (нетопологических) неабелевых
суперотборных секторов по изоспиновым кванто-
вым числам, соответствующих представлениям не-
абелевой калибровочной группы (т.е. в смысле
определения, данном в [15]), было рассмотрено
нами в [18].

Отметим, что одной из первых работ, где ис-
следовалось проявление топологического эффекта
в квантовой механике благодаря нетривиальности
топологии конфигурационного пространства, яв-
ляется работа [19]. В [20] было исследовано возник-
новение топологического эффекта, связанного с
влиянием на заряженную частицу электромагнит-
ного поля в областях, где напряженность электри-
ческого поля и индукция магнитного поля равны
нулю, а векторный потенциал электромагнитного
поля отличен от нуля. Этот эффект, получивший
название эффекта Ааронова–Бома, по сути явля-
ется обобщенной формой эффекта, предсказан-
ного в [19] и иногда называется эффектом Эрен-
берга–Сидая–Ааронова–Бома. Интерпретация
этого эффекта была дана также в работе [21], а в
наиболее полной форме он был изучен в [1].

Ситдиков А.С. выражает благодарность проф.
Назмитдинову Р.Г. и проф. Бобошину И.Н. за
стимулирующие обсуждения некоторых вопро-
сов этой работы на LXIX международной конфе-
ренции “Ядро-2019”.
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