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СОПРЯЖЕНИЯ КОНИЧЕСКОЙ И ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ ПОВЕРХНОСТЕЙ 
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При проектировании соединения трубопроводов, имеющих формы части конуса и цилиндра или двух 
цилиндров, приходится решать задачу сопряжения поверхностей и определения линии кривой соединения 
или развертки части цилиндра. Рассматриваются математические задачи о сопряжении конической по-
верхности с цилиндрической, а также двух цилиндрических поверхностей. 
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При проектировании соединения трубопро-
водов различной геометрии, имеющих формы 
части конуса и цилиндра, актуальной задачей 
является определение линии сопряжения по-
верхностей. Наиболее близкие задачи к этой теме 
рассмотрены в работах [1, 2]. Требуется опре-
деление развертки соединения цилиндрической 
части поверхности (кроя) для последующего на-
ложения и определения линии соединения. Так-
же эти вопросы актуальны при расчете на проч-
ность, где исходным является определение на-
чального состояния соединения трубопроводов, 
находящихся под давлением рабочей среды. 

Рассмотрим три вида соединения: оси ко-
нуса и цилиндра перпендикулярны;  конус вы-
рождается в цилиндр; оси конуса и цилиндра 
параллельны. 

1. Оси конуса и цилиндра перпендику-
лярны. Рассмотрим сопряжение смещенной 
относительно оси 𝑂𝑧  цилиндрической поверхно-
сти с радиусом 𝑟 и части конической поверхности 
с текущим радиусом 𝑏𝑧 (рис. 1). Оси цилиндра и 
конуса перпендикулярны. Положение основания 
цилиндра относительно оси конуса определяется 
параметром 𝑙 . Найдем линию сопряжения этих 
поверхностей и площадь поверхности цилиндра 
от основания до линии сопряжения. 

Поверхности конуса с вершиной в начале 
координат 𝑂𝑥𝑦𝑧 и смещенного цилиндра отно-
сительно начала координат вдоль оси 𝑂𝑧 на ве-
личину 𝑧0 (рис. 1) описываются уравнениями 

𝑥2 + 𝑦2 = (𝑏𝑧)2 , 
 𝑥2 + (𝑧 − 𝑧0)2 = 𝑟2 ,              (1.1) 

где параметр 𝑏  является безразмерной величи-
ной.  

 
 

Исключая из системы (1.1) 𝑥2 , имеем 
 𝑦 =  �(𝑧 − 𝑧0)2 + (𝑏𝑧)2 − 𝑟2 .        (1.2) 

Уравнение (1.2) определяет линию пересе-
чения поверхностей в проекции на плоскость 
𝑂𝑦𝑧.  

Рис. 1 

Для сопряжения поверхностей введем сле-
дующие ограничения на определяющие пара-
метры: 

 𝑏𝑧 ≥ 𝑟, 𝑧0 ≥ 𝑟 + 𝑟 𝑏⁄ .  (1.3) 
Определим площадь части цилиндра, кото-

рый сопрягается с конусом, для этого рассмот-
рим поверхностный интеграл первого рода 
𝐼 = ∬ 𝑑σ(𝐷) . 

Для описания геометрии части сопряжения 
цилиндрической поверхности введем парамет-
рические уравнения 𝑥 = 𝑥(φ,𝑦), 𝑧 = 𝑧(φ,𝑦), 
𝑦 = 𝑦. На основании рис. 1 имеем 

 𝑥 = 𝑟sinφ, 𝑧 = 𝑧0 − 𝑟cosφ,𝑦 = 𝑦 .    (1.4) 
Тогда в новой криволинейной системе ко-

ординат поверхностный интеграл примет вид 
𝐼 = ∬ 𝐽𝑑φ𝑑𝑦(𝐷∗) , 
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где Якобиан преобразования координат опреде-
ляется по формуле 

𝐽 = ��
𝚤 𝚥 𝑘�⃗
𝑥φ 𝑧ш 𝑦φ
𝑥𝑦 𝑧𝑦 𝑦𝑦

�� = ��
𝚤 𝚥 𝑘�⃗

𝑟cosφ 𝑟sinφ 0
0 0 1

�� = 𝑟. 

Тогда полная площадь цилиндра до линии 
сопряжения определяется как 

 𝐹 = 2∫ 𝑟𝑑φ∫ 𝑑𝑦𝑙
𝑦𝑐

𝜋
0 . (1.5) 

Здесь нижний предел интегрирования по 𝑦 оп-
ределяется по формуле (1.2) 

𝑦𝑐 =  �(𝑧 − 𝑧0)2 + (𝑏𝑧)2 − 𝑟2 . 

В криволинейных координатах линия со-
пряжения в плоскости 𝑂𝑦𝑧 с учетом (1.4) при-
мет вид  

𝑦 = �(1 + 𝑏2)𝑟2cos2φ− 2𝑏𝑧0cosφ + 𝑏2𝑧02 − 𝑟2. 
Тогда площадь сопряженного цилиндра 

определяется выражением 

𝐹 = 2π𝑙𝑟 − 2𝑟 ∫ �
(1 + 𝑏2)𝑟2cos2φ−

– 2𝑏𝑧0cosφ + 𝑏2𝑧02 − 𝑟2
𝑑φ𝜋

0 . (1.6) 

Интеграл (1.6) при произвольных парамет-
рах определяется одним из численных методов 
интегрирования: методом Эйлера, Адамса или 
Рунге – Кутта. 

Пример расчета. С учетом ограничений 
(1.3) приведем расчеты при следующих исход-
ных параметрах: 

𝑏 = 1, 𝑧0 𝑟⁄ = 2 , 𝑙 𝑟⁄ = 4. 
Расчет линии сопряжения в плоскости 𝑂𝑦𝑧 

приведен в табл. 1, выражение (1.2) при этих 
параметрах имеет вид  

 𝑦 𝑟⁄ = √2𝑘2 − 4𝑘 + 3 ,               (1.7) 
 где 𝑘 = 𝑧 𝑟⁄ . 

Линия сопряжения в проекции на плос-
кость 𝑂𝑦𝑧 (в соответствии с табл. 1) изображена 
на рис. 2.  

Рис. 2 

Определение развертки (кроя) цилиндра 
сопряжения.  

Если 𝑦 𝑟⁄ = 𝑓(𝑘) = �2𝑘2 − 4𝑘 + 3,  линию 
развернуть по дуге 𝑠 = 𝑟φ,  то функция 
(𝑙 − 𝑦) 𝑟⁄ = 𝑓(𝑠) и будет определять крой части 
сопряжения цилиндра. Эти расчеты приводятся 
в табл. 2. На рис. 3 приводится крой половины 
поверхности сопряжения цилиндра.  

Рис. 3 

2. Сопряжение двух цилиндров с вза-
имно перпендикулярными осями. Эта задача 
является продолжением первой задачи, когда 
конус вырождается в цилиндр. Найдем линию 
сопряжения двух цилиндров с радиусами 
𝑟1 и 𝑟2 .  

Пусть в системе координат 𝑂𝑥𝑦𝑧  уравне-
ния поверхности первого цилиндра с радиусом 
𝑟1 и смещенного цилиндра с радиусом 𝑟2 отно-
сительно начала координат вдоль оси 𝑂𝑧 на ве-
личину 𝑧0 описываются уравнениями 

𝑥2 + 𝑦2 = 𝑟12 , 
 𝑥2 + (𝑧 − 𝑧0)2 = 𝑟22 .          (2.1) 

Исключая из системы (2.1) 𝑥2, имеем 

 𝑦 =  �(𝑧 − 𝑧0)2 + 𝑟12 − 𝑟22 .          (2.2) 
Уравнение (2.2) определяет линию пересе-

чения поверхностей в проекции на плоскость 
𝑂𝑦𝑧. Для сопряжения поверхностей необходимо 
𝑟1 ≥  𝑟2 . 

Определим площадь части цилиндра с ра-
диусом 𝑟2, основание которого расположено на 
расстоянии 𝑙 от плоскости 𝑂𝑥𝑧, который сопря-
гается с первым цилиндром, с помощью по-
верхностного интеграла.  

Для описания геометрии части сопряжения 
цилиндрической поверхности введем парамет-
рические уравнения 𝑥 = 𝑥(φ,𝑦), 𝑧 = 𝑧(φ,𝑦), 
𝑦 = 𝑦 в виде 

 𝑥 =  𝑟2sinφ, 𝑧 = 𝑧0 −  𝑟2cosφ,𝑦 = 𝑦 .     (2.3)
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Таблица  1 

k =z/r 1,00 1,25 1,50 1,75 2,00 2,25 2,50 2,75 3,00 
y/r 1 1,061 1,225 1,43 1,732 2,031 2,345 2,669 3 

Таблица  2 

ϕ = S/r 0 π/8 π/4 3π/8 π/2 5π/8 3π/4 7π/8 π 
(l–y) /r 3 2,939 8,775 2,550 2,268 1,969 1,655 1,331 1 

Таблица  3 

ϕ = S/r 0 2π/32 4π/32 6π/32 8π/32 9π/32 10π/32 11π/32 12π/32 13π/32 14π/32 15π/32 31π/64 16π/32 
(l – y) /r 1 1,019 1,076 1,169 1,293 1,366 1,444 1,529 1,617 1,710 1,805 1,902 1,951 2 

Тогда полная площадь второго цилиндра с 
радиусом 𝑟2 до линии сопряжения определяется 
как 

 𝐹 = 2∫  𝑟2𝑑φ∫ 𝑑𝑦𝑙
𝑦𝑐

𝜋 
0 ,              (2.4) 

здесь нижний предел интегрирования по 𝑦 опре-
деляется по формуле (2.2) 

𝑦𝑐 =  �(𝑧 − 𝑧0)2 + 𝑟12 − 𝑟22 . 
В криволинейных координатах линия сопряже-
ния в плоскости 𝑂𝑦𝑧 примет вид  

 𝑦 = �𝑟22cos2φ + 𝑟12 − 𝑟22 .           (2.5) 
Тогда площадь сопряжения цилиндра опре-

деляется выражением 
 𝐹 = 2π𝑟2𝑙 − 2𝑟 ∫ �𝑟22cos2φ + 𝑟12 − 𝑟22𝑑φ𝜋

0 . (2.6) 
Пример расчета. Приведем расчеты при 

следующих исходных параметрах: 
𝑟1 =  𝑟2 = 𝑟, 𝑧0 𝑟⁄ = 2 , 𝑙 𝑟⁄ = 2. 

Площадь сопряжения цилиндра (2.6) при 
этих исходных данных определяется как  

𝐹 = 4π𝑟2 − 4𝑟 ∫ cosφdφ =π/2
0 4𝑟2(π− 1). 

Для линии сопряжения в плоскости 𝑂𝑦𝑧 из 
(2.5) имеем 𝑦 = 𝑟cosφ. Разворачивая эту линию 
по дуге 𝑆 = 𝑟φ, получаем развертку или лекало 
сопряжения цилиндра. Эти расчеты приведены в 
табл. 3.

На рис. 4 приводится крой полного цилин-
дра с радиусом 𝑟2 = 𝑟, построенного по табл. 3. 

Рис. 4 

На рис. 5 изображено соединение цилинд-
ров, выполненное по лекалу рис. 4.  

Рис. 5 

3. Соединение конуса и цилиндра с па-
раллельными осями. Найдем линию сопря-
жения этих поверхностей и площадь поверх-
ности цилиндра от основания до линии сопря-
жения (рис. 6). 

Рис. 6 

Уравнения поверхностей смещенного ци-
линдра относительно начала координат вдоль 
оси 𝑂𝑦  на величину 𝑦0  и конуса с вершиной в 
начале координат 𝑂𝑥𝑦𝑧 (см. рис. 6) описываются 
уравнениями 

𝑥2 + (𝑦 − 𝑦0)2 = 𝑟2, 
 𝑥2 + 𝑦2 = (𝑏𝑧)2        (3.1) 
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или 
𝑥2 + 𝑦2 = 2𝑦0𝑦 + 𝑟2 − 𝑦02, 

 𝑥2 + 𝑦2 = (𝑏𝑧)2.                             (3.2) 
Из равенства правых частей системы (3.2) 

следует 
 𝑧 = �2𝑦0𝑦 + 𝑟2 − 𝑦02 /𝑏.              (3.3) 

Уравнение (3.3) определяет линию пересече-
ния поверхностей в проекции на плоскость 𝑂𝑦𝑧. 

Площадь части цилиндра, который сопряга-
ется с конусом, определяется поверхностным 
интегралом. 

Для описания геометрии части сопряжения 
цилиндрической поверхности введем парамет-
рические уравнения 𝑥 = 𝑥(φ, 𝑧),𝑦 = 𝑦(φ, 𝑧), 
𝑧 = 𝑧. На основании рис. 6 имеем 

 𝑥 = 𝑟sinφ,𝑦 = 𝑦0 − 𝑟cosφ, 𝑧 = 𝑧 .        (3.4) 
Тогда в новой криволинейной системе ко-

ординат поверхностный интеграл примет вид 
 𝐹 = 2∫ 𝑟𝑑φ∫ 𝑑𝑧𝑧𝑐

0
𝜋
0 ,  (3.5) 

здесь верхний предел интегрирования по 𝑧 опре-
деляется по формуле (3.3) 

𝑧𝑐 = �2𝑦0𝑦 + 𝑟2 − 𝑦02 /𝑏. 
Учитывая 𝑦 = 𝑦0 − 𝑟cosφ (3.4), имеем 

𝑧𝑐 = �𝑟2 + 𝑦02 − 2𝑟𝑦0cosφ /𝑏. 
Тогда площадь поверхности цилиндра до 

линии сопряжения составит 
 𝐹 = (2𝑟/𝑏)∫ �𝑟2 + 𝑦02 − 2𝑟𝑦0cosφ𝑑φπ

0  . (3.6) 
Исходя из геометрии сопряжения следует 

ограничение 𝑏𝑧 ≥ 𝑦0 + 𝑟. 
При 𝑦0 = 𝑟 интеграл (3.6) упрощается: 
𝐹 = (2𝑟/𝑏)∫ 2𝑟sin φ

2
𝑑φ = 8𝑟2/𝑏π

0  .    (3.7) 
Полная площадь поверхности цилиндра 

равна 4π𝑟2 𝑏⁄ . 
Следовательно, площадь сопряжения цилин-

дра составляет 2 π⁄  от полной площади цилиндра. 
Интеграл (3.6) при 𝑦0 ≠ 𝑟  вычисляется од-

ним из численных методов интегрирования. При 
выборе шага интегрирования и определения 
точности вычисления можно ориентироваться 
на точное решение (3.7).  

Определение развертки цилиндра со-
пряжения (кроя или лекало). Если линию со-

пряжения цилиндра 𝑧 = �𝑟2 + 𝑦02 − 2𝑟𝑦0cosφ /𝑏 
в плоскости 𝑂𝑦𝑧  развернуть по дуге 𝑠 = 𝑟φ, то 
функция 𝑧 = 𝑓(𝑠) и будет определять крой части 
сопряжения цилиндра. 

Пример расчета.  Для случая 𝑦0 = 𝑟 имеем 
𝑧 = (2𝑟/𝑏)sin φ

2
 , 𝑠 = 𝑟φ.

На рис. 7 приводится график половины по-
верхности цилиндра сопряжения, т.е. кроя или 
лекало части цилиндрической поверхности до 
линии сопряжения с конусом 

Рис. 7 

Выводы. Результаты могут быть использо-
ваны в машиностроении при проектировании 
сопряжений криволинейных поверхностей, 
имеющих формы части конуса и цилиндра, и 
цилиндров с произвольными радиусами.  
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INTERFACE BETWEEN CONICAL AND CYLINDRICAL SURFACES 
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When designing pipeline connections having the shape of a cone and a cylinder or two cylinders, it is necessary to solve the prob-
lem of interfacing their surfaces and defining the line of a curve for the connection or a flat pattern of the cylinder. The paper considers 
mathematical problems concerning the interface between conical and cylindrical surfaces and also between two cylindrical surfaces. 
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